Chapitre III

Produit scalaire — notion et applications
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I. Produit scalaire dans le plan

1. Définition

Définition :

Soit U et B deux vecteurs non nuls. Il existe trois points A, B et C tels que il = AB et # = AC.

Le produit scalaire d’un vecteur U par un vecteur v est le nombre réel noté U.v (lire « U scalaire ¥ ») défini

par : u.v = ||ull x ||7]| x COS(EA\C).
Autrement dit :
= AB x AC x cos(BAC)
e Sii=0oub=0,alorsuUB=0

Conséquences : (démonstration orale)
Si 4B et AC sont colinéaires de méme sens, alors : A B
AB.AC = AB x AC

Si 4B et AC sont colinéaires de sens contraires, alors :
AB.AC = —AB x AC VUMY A0 W

2. Définition avec la projection orthogonale

si

AB et AH sont de

Propriété :
Soit trois points A, B et C avec A et B distincts. Si H est le projeté orthogonal de C sur (AB) alors :
o AB.AC=ABxAH  si AB et AH sont de e AB.AC = —AB x AH
méme sens ; sens contraires.

C

-y

Démonstration :
AB.AC = AB x AC x cos(BAC)
e SiAB et AC sont dans le méme sens :
Dans le triangle ACH rectangle en H :
_ AH _
cos(BAC) = A’ AH = AC x cos(BAC)
En remplacant dans l’expression précédente :
AB.AC = AB x AH
e SiAB et AC sont de sens contraires :
Dans le triangle ACH rectangle en H :
. AH S
cos(CAH) = aC & AH = AC X cos(CAH)
Or, CAH = m — BAC

TN

A

Done cos (CAH) = cos(n - B’KC) = —cos (BAC)

D’ot :AH = —AC X cos(BAC)

En remplacant dans l’expression du début :
AB.AC = —AB x AH

cos(m — x) = —cos (x)

Définition : Carré scalaire
On appelle carré scalaire du vecteur AB la quantité AB.AB et on la note AB2.

On a alors AB? = ||Z§||2 = AB?.



Méthode : Calculer un produit scalaire avec la projection orthogonale

Soit ABC un triangle équilatéral tel que AB=2 et BCD un triangle isocéle en D tel que BD=v3 et D extérieur
au triangle ABC. On note I le milieu de [BC].

1. Montrer que les droites (AD) et (BC) sont perpendiculaires en I.

2. Calculer AD.AC.

Correction :
On obtient la figure ci-contre. D
1. A et D sont équidistants de B et de C donc (AD) est la médiatrice de

[BC]. (AD) et donc perpendiculaire a [BC] en son milieu I.

2. I est le projeté orthogonal de C sur (AD) et AC et ADsont de méme

sens. A B
Donc :AD.AC = AD x Al

D’apres le théoreme de Pythagore dans les triangles ACI et CID
rectangles en I, AC*’=AP+IC? et CD?*=IC*+I1D".

Done, 2°=IA*+12, d’ov IA*=3 et donc IA=V3.

De méme, \/§2 =1°+1D?, d’ov ID?*=2 et donc ID=\/2.

AD=AI+ID=/3 +/2.

On en déduit : AD.AC = AD x Al = (V3 ++2) x/3 =3 +6.

3. Symétrie et bilinéarité du produit scalaire

Propriétés :
Soient U, ¥ et W trois vecteurs non nuls et 1 € R. Alors :
i. WV =7.4U : le produit scalaire est dit symétrique
ii. AW).v =A% (U.v)
iii.  W(AV) =Ax (U.D) Le produit scalaire
iv. w@+W)=Uv+UwW est dit bilinéaire
v. @W@+9).w=uw+v.w
Méthode : Calculer un produit scalaire avec la bilinéarité et la symétrie
En reprenant la configuration précédente.
Calculer ZTI,ET, puis CI.BD.

Correction :

Cl.BI = (—BI).BI = —BI? = —BI?> = —1.

CI.BD = CI. (E? + 75) =CI.BI +CI.1ID par bilinéarité.
Or, CI.ID =0 car cos(C’I\D) = cos(90°) = 0.

Donc, CI.BD = CI.BI = —1.

II. Propriétés du produit scalaire

1. Identités remarquables

Propriétés :
o (U+V)=u?+2uv+v?=|[ull*+2u.v+ 7]
o i-9)? =2 — 205+ = [ll? — 200 + 1Bl
o (U+¥).@-v) =u?-v%=[ul*>- 7>



Démonstration de la premiére identité :

2. Caractérisation de 'orthogonalité avec le produit scalaire

Définition :
Dire que deux vecteurs non nuls U = AB et ¥ = AC sont orthogonaux signifie que les droites (AB) et (AC) sont
perpendiculaires.

Le vecteur nul 0 est orthogonal a tout vecteur du plan.

Propriété : Nullité du produit scalaire
U et ¥ sont orthogonaux si et seulement si 4.7 = 0
Dans ce cas, on note U L v.

On peut aussi noter cette formule : U et ¥ sont orthogonaux < u.v = 0.

Démonstration :

évidente sill ou U est nul. Sinon :

Supposons que ni U et U soient nuls :

=: remplacer dans la formule du I.1. : BAC par +§ ou —g

&: AB.AC = AB x AC x cos(BAC) =0
implique cos(U; V) = 0 = cos (g + th) car U et ¥ deuz vecteurs non nuls. Ainsi Uangle formé par 1 = AB et ¥ =
AC est droit.

3. Expression analytique du produit scalaire

r

Propriété : Dans un repeére orthonormé, pour tous vecteurs Ti( ) et 17( ,), on a :

X X
y y
uv=xx"+yy
ldll* = x* + y*

Méthode : Montrer que 2 droites sont perpendiculaires.
Soit les points A(1 ;1), B(3 ;2), C(-2 ;2) et D(1 ;-4).

Montrer que (AB) est perpendiculaire & (CD).

Correction :

On va calculer les coordonnées des vecteurs AB et Z'B, puis calculer le produit scalaire : AB.CD pour vérifier

7 (,-1)= ()
5 (,25)= ()

AB.CD=2x3+1%x(-6)=6—-6=0

qu’il vaut bien 0.

Le produit scalaire est nul, les droites (AB) et (CD) sont bien perpendiculaires.



ITI. Applications du produit scalaire

1. Calcul avec des normes
Propriété :
Pour tous vecteurs U et ¥ :

O . - . P . S
U v =S+ ol = 1l = 1907 = 5 Al® + 1917 =l = 211%)

Démonstration :

U+ o2=@+79).@W+7)
= U% + 2U.V + V2
= |||l + 24.v + ||9]|?
On en déduit donc que
20. 0 = |lu + vll* — [[ll* - [I19]]?

Puis :

N - .
Ut =5 (i + ol = Il = 1917

A wvous de jouer : démontrer la fin de l’égalité...

Propriété : Soit A, B et C trois points du plan. On a :
AB.AC = % (AB? + AC? — BC?)

Démonstration : (en utilisant la formule précédente)

—

——— — 2 — 2 — — 2
4B.4C = 5 (4B + |AC|” - |[4B - AC|)
=2 (aB?+ ac? - |[CB||)
= % (AB? + AC? — BC?)

Application : Nous pouvons calculer un produit scalaire dans un triangle en connaissant les 3 cotés.

2. Formule d’Al-Kashi
On considére un triangle ABC dont les cotés sont a=BC, b=AC et c=AB.

Propriété :

Pour tout triangle ABC :
a’ = b* + ¢®> — 2bc x cos A
b?> = a*+ ¢®> — 2ac X cos B

¢ =a?+ b?>—-2ab x cosC

Démonstration :

a? = BC? = (BC)”

= (BA+AC)’

= BA? + AC? + 2BA.AC

= ||BA||* + ||AC||* + (—2AB).AC
= |[BA||” + [|AC||* ~ 2(AB.AC)



= BA? + AC? — 2 X AB x AC X cos(A)
= c?+4b? - 2bccosA
=b?+ c®— 2bccosA

En permutant les lettres a,betc, on démontre les 2 autres égalités.

Application : Grace a cette formule, nous pouvons calculer les angles dans tous les types de triangle en
connaissant les 3 cotés.

Méthode :

Soit ABC un triangle tel que AB=4, AC=5 et BC=T7.
Calculer 4BC.

Correction: 5
Nous allons appliquer Al-Kashi dans ABC:

Nous cherchons 1’angle ABC, nous allons choisir la

Formule avec le c6té en face de cet angle a gauche.

AC? = AB? + BC%? — 2 X AB x BC x cos (ABC)
52 =42 + 72 — 2 x4 x 7 X cos (ABC)
25 =16 + 49 — 56 x cos (ABC)
25 = 65 — 56 x cos (ABC)
25— 65 = —56 x cos (ABC)
—40 = —56 x cos (ABC)
-40 5

cos(ABC) = .7 ABC = Arccos (;) ~ 44°

3. Transformation de expression MA.MB

Propriété :

L’ensemble des points M vérifiant MA.MB = 0 est le cercle de diametre [AB]
Démonstration :

Soit O milieu de [AB].

MA.MB = 0

o (M0 + 0A). (M0 + 0F) = 0
o 10 -+ NN + WESN0R + 0A.0F - 0

1 N s 1 1 1
or,0A = OB = EBA et OA et OB sont colinéaires et de sens contraires donc OA.0OB = — EBA X —BA =— ZBAZ

2
1

1
o M0? —ZBA2 =0

1
© M0? = ZBAZ



1
©\MO?* = ZBAZ cf.MO et BA sont des longueurs
1
o MO = EBA

Autre facon de le dire :
Propriété :

Tout triangle rectangle est inscriptible dans un cercle de diametre 'hypoténuse.

IV. Produit scalaire dans un repére (rappel)

Propriétés (coordonnées d’un vecteur) :

Pour tous point A(za ;ya) et B(zs ;ys) dans un repére orthonormé (0;7; J), le vecteur AB a pour
coordonnées (;g:;‘:).

Propriété (norme d’un vecteur ou longueur d’un segment) :

Soient, dans une base orthonormée (7; ), le vecteur 6 (x;y), les points A(za ;ya) et B(zs ;ys).
La norme (longueur) de vecteur u, notée ||ull, est : [[u]l = \/m

La norme du vecteur 4B notée ||Z§||, est : ||Z§|| = \/(xB — %)%+ (Vg —ya)?

Propriété (milieu d’un segment) :
Soit, dans un repeére, les points A(zs ;y4) et B(zz ;ys).

Les coordonnées du milieu du segment [AB] sont (% ;%).

Propriété (colinéarité):
Soit, dans une base, les vecteurs u (x;y)etv (x';y').
U et U sont colinéaires si, et seulement si, xy' —x'y = 0.



